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In procesul de optimizare, modelarea matematica reprezinta o etapa importanta, scopul sau fiind de a identifica
relatiile matematice ce descriu procesul ce urmeaza a fi optimizat. Elaborarea unui model matematic este necesara
deoarece, indiferent de criteriul de optimizare ales problema de optimizare depinde de variabilele sistemului.

Din punct de vedere al problemei de optimizare, variabilele sistemului pot fi grupate in: variabile de decizie si
variabilele dependente.

Un sistem este caracterizat prin marimi de intrare, marimi de stare si mdrimi de iesire.

A Y1,
Variabile - : Variabile
de : SISTEM : de
intrare T . Un iesire

In cadrul unei probleme de optimizare, o parte dintre marimile de intrare sunt utilizate pentru obtinerea

solutiei. Acele marimi se numesc variabile de decizie.
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Modelul matematic este constituit dintr-un sistem de ecuatii algebrice liniare sau neliniare atunci cand vorbim
de un model matematic stationar sau dintr-un sistem de ecuatii diferentiale atunci cand se determina un sistem

matematic dinamic.

In cadrul modelului matematic variabilele de iesire sunt exprimate in functie de variabilele de intrare.

Modelele matematice pot fi clasificate astfel:
> analitice - bazate pe ecuatii de conservare, legi ale proceselor fizice si chimice ce au loc in sistemul modelat;
> statistice - bazate pe determindrile experimentale efectuate in cadrul sistemului modelat;
» mixte — bazate atat pe ecuatii de conservare (masd, energie, impuls), legi ale proceselor ce au loc in sistem cat si
pe rezultatele experimentale.
Fiecare din aceste tipuri de modele matematice prezinta avantaje si dezavantaje ce permit utilizarea lor doar in
anumite situatii.
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Modelele matematice analitice

AVANTAJE

domeniu de valabilitate extins;
flexibilitate madritd (modelul matematic poate fi

utilizat si la modelarea sistemelor similare).
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DEZAVANTAJE

necesitd 0 bund cunoastere a fenomenelor ce au loc
in cadrul sistemului modelat;

modelul matematic poate fi foarte complex si greu
de utilizat;

este nevoie de o etapd de validare a modelului ce
inseamna @ rezultatele  modelului trebuie
comparate cu date experimentale;

este nevoie de cunoasterea unor limbaje de
programare care sa permita rezolvarea ecuatiilor
modelelor matematice.
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Modelele matematice statistice

AVANTAJE DEZAVANTAJE
- sunt mult mai simple din punct de vedere - necesitd un set de date experimentale destul de
matematic; mare;

nu necesita cunostinte despre fenomenele i
procesele ce au locin cadrul sistemului modelat;

necesitd cunoasterea unui algoritm matematic

modelele matematice obtinute sunt valabile doar pe
domeniul datelor experimentale utilizate 1in

elaborarea lor. Aplicarea acestor modele matematice

simplist, indiferent de sistemul pentru care se pe alte sisteme, chiar similare, implica efectuarea

elaboreaza modelul matematic. unor noi masuratori experimentale in noul sistem;

Modelele matematice mixte incearca sa preia avantajele celor doua modele anterioare si sa elimine dezavantajele
acestora. Astfel acestea sunt mai simple decat cele analitice (deoarece se bazeaza si pe date experimentale) si sunt
mai usor adaptabile la sisteme similare (deoarece au la baza legile conservarii si cele ale fenomenelor fizice si

chimice).
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Modelele matematice statistice

Elaborarea unui model matematic statistic implica realizarea de determindri experimentale astfel incat sd existe
un numadr suficient de informatii experimentale pentru a se putea obtine un model matematic utilizabil.

De obicei se apeleaza la modelarea statisticd a unui proces atunci cand:
» procesul este insuficient de bine cunoscut
> procesul este prea complex.
Un model matematic statistic va contine intotdeauna un numar de ecuatii egal cu numarul de variabile dependente
existente in sistemul studiat. Fiecare din aceste ecuatii trebuie sa redea evolutia variabilei dependente in raport cu
variabilele de decizie. Algoritmul matematic utilizat pentru determinarea acestor ecuatii se numeste analiza de
regresie.
Analiza de regresie - succesiunea de etape, in urma cdrora se determind o ecuatie de corelare a unei madrimi de
iesire (variabila dependentd) in functie de o serie de madrimile de intrare (variabile de decizie).

Schematic etapele unei analize de regresie sunt urmatoarele
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1. Inventarierea variabilelor
In cadrul acestei etape se realizeaza o lista cu toate variabilele semnificative ale procesului investigat.
Neincluderea unei variabile semnificative in modelul matematic conduce la obtinerea unui model al
procesului eronat.
In situatia in care, in modelul matematic, sunt incluse variabile nesemnificative, modelul nu este afectat
deoarece pe parcursul algoritmului de determinare aceste variabile sunt eliminate.
In construirea listei cu variabile semnificative trebuie avut in vedere faptul ¢d numarul de date

experimentale necesare creste exponential cu numarul de variabile.
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2. Obtinerea datelor experimentale

In cadrul acestei etape se realizeaza o lista cu toate variabilele semnificative ale procesului investigat.
Neincluderea unei variabile semnificative in modelul matematic conduce la obtinerea unui model al
procesului eronat.

In situatia in care, in modelul matematic, sunt incluse variabile nesemnificative, modelul nu este afectat
deoarece pe parcursul algoritmului de determinare aceste variabile sunt eliminate.

In construirea listei cu variabile semnificative trebuie avut in vedere faptul ¢d numarul de date

experimentale necesare creste exponential cu numarul de variabile.
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a) Experimente programate

Un experiment programat implica identificarea (prin intermediul unui anumit algoritm) a acelor
combinatii de valori ale variabilelor independente prin intermediul carora se poate obtine un numar
maxim de informatii despre sistemul analizat cu un volum minim de date experimentale.

Cea mai frecventa metoda de programare a experimentelor este metoda de programare factoriala.
Conform acestei metode, numarul total de experimente, notat cu m, se calculeaza cu formula:

m=z", n—numarul de factori; z— numarul de nivele de experimentale.
In cazul unui model liniar z=2, iar pentru modele mai complexe valoarea lui z creste.
Pentru un experiment factorial cu z=2 se au in vedere urmatoarele aspecte:

si nivelul inferior — x Tn acest

i,min > i,max *

- Pentru fiecare variabila se aleg doua nivele: nivelul inferior — x

mod se realizeaza acoperirea intreqului domeniu de variatie a variabilelor independente.
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- Serealizeaza codificarea variabilelor cu valorile -1, 0, 1, in conformitate cu expresiile:

0 Timaer + Timin

T = - nivelul de baza al variabilei x;
] .} I
Limar — Limin . ; 2 ¥ e
Az; = 5 :  unitatea intervalului variabilei x;
L. — I
X; = X L valorile codificate ale variabilei x;
Ax;
xi |max = X R
X;= |m|n = X -1

Matricea unui experiment factorial cu 2 nivele are urmdtoarea forma:
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(-1,41) = (4+1,41)
g . Numér Factori MErimea.
experiment | X; | X2 | dependenti
1 +1 | +1 Y,
L 2 +1 | -1 Y,
v Xy 3 —1 | +1 Y3
4 3| =0 Y,

7 ) A (+1.-1)

Aceasta codificare permite o simplificare a volumului de calcul a constantelor modelului precum si o

schematizare a operatiei de programare a experimentelor.

b) Experimente aleatorii

In cazul in care experimentele programate nu sunt posibile, se vor utiliza datele obtinute din

urmarirea curenta a sistemului. Aceastd modalitate de experimentare se numeste experiment aleator. In

aceasta situatie numadrul de experimente necesare este mult mai mare si exista posibilitatea de a

identifica corelatii inexistente intre variabilele procesului.

+40 256 403000, Fax: <Al 258 403021, rector@2rectaral unt o, Www.Uptro



. Universitatea
6. Modelul matematic UI] Pt

Timisoara

3. Testarea datelor experimentale

Procesul de masurare este influentat de erori ce pot avea cauze multiple:
« imprecizia masuratorilor efectuate;
- aparitia unor fluctuatii ale parametrilor considerati constanti;
« influenta unor factori ce nu au fost considerati;
- subiectivitatea observatorului.

Datorita acestor motive, valoarea mdsurata a variabilei dependente va diferi de valoarea reala ce poate
fi doar estimata. Testarea datelor experimentale implica doua aspecte:
> respectarea ecuatiilor de conservare in cadrul fiecarui experiment (fiecare set de date trebuie sa

indeplineasca bilantul de materiale si termic);

» seturile de date trebuie supuse unor teste de natura statistica (testarea reproductibilitatii datelor,
“jgrii distributiei).

03020, rectar @ rectaral gotro, Www.upt o
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Datorita caracterului aleator al experimentelor, valoarea reald a variabilei masurate poate fi doar
estimata. Valorile masurate vor fi imprastiate in jurul valorii reale. Aceasta imprastiere a datelor este
foarte bine descrisa de distributia normala Gauss Laplace. Conform acestei teorii, daca asupra unei marimi
oarecare, notata cu y, se realizeaza un numdr mare de masuratori in aceleasi conditii, prin reprezentarea

graficd a frecventei relative a functiilor de valoarea masurata se obtine un grafic de forma:

P(Y)

y T, WWW.Utro
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P = — =
2 n  numar total de experimente

Daca n— oo frecventa relativa se transforma in probabilitate, notata cu P.

P(y) ' <
-1 Bl | AT =)
__________________ / \ i = 202
L —medie
o? — dispersie
u P(y) — functia densitatii distributiei de probabilitate

Clopotul lui Gauss

Probabilitatea ca y sd ia valori intr-un interval [y,, y,] se calculeaza cu urmatoarea expresie:

y2
P(y € [y1,y2]) :j P(y)dy
| wl
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Distributia normala este complet caracterizata atunci cand se cunosc: valoarea mediei (), valoarea
dispersiei (62 ) si valoarea abaterii standard (o).
Statistic 68,3% din datele experimentale se afla in intervalul [u—oc, p+o], iar 95% din datele

experimentale se afld in intervalul [u—20, u+2c].

In practicd numarul de determinari nu poate fi infinit. Prin urmare, pentru calculul mediei se foloseste

urmatoarea relatie:

L,Y; _ sumawvalori masurate

HEy= =

n numar total valori

Corespunzator, expresia de calcul a dispersiei este;

2 _ ?:1(Yi _37)2
o° =
n—1

Datele experimentale ce nu corespund testelor de mai sus vor fi inlocuite prin efectuarea unor noi

Piata Yictoriei er. 2. B0 300006 - Timisoara, Tek +40 256 403000, Fax; +-40 258 403021, rectar @ rectaral. upt rd, Www.upt ro

masuratori.



Timisoara

. Universitatea
6. Modelul matematic UI] Pt

4. Alegerea formei modelului matematic
In cazul regimului stationar, forma de baza a modelului matematic este cea a unui sistem de ecuatii
algebrice. In mod frecvent, stabilirea numarului de ecuatii ale modelului matematic se face prin
impartirea variabilelor in variabile independente (variabile de intrare), respectiv variabile dependente
(variabile de iesire). Aceasta impadrtire reprezintd o problema de experientd. Stiintific, identificarea
tipurilor de variabile se realizeaza prin determinarea modelului matematic analitic.

Daca se noteaza cu x;, X,, ..., X, variabilele independente si cuy,, y,, ..., y,, variabilele dependente,
atundi pentru dependentele de forma: y,= f(x,, x,, ..., x.), i = 1,2, ..., k, nu exista requli fixe de
determinare.

In situatia in care avem o singura variabila independentd, reprezentarea graficd a datelor

experimentale poate sugera forma dependentei dintre acestea.
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5. Determinarea coeficientilor modelului matematic

Pentru determinarea coeficientilor se considera urmatoarele ipoteze:

- Variabila de iesire este o variabila aleatoare de distributie normala;

- Variabilele de intrare sunt nealeatoare, valoarea masurata a acestora reprezentand valoarea reald;
- Marimile de intrare sunt reciproc independente.

Determinarea coeficientilor modelului se face prin diferite metode, dependent de natura acestuia. Prin
substituirea in ecuatia modelului matematic a seturilor de valori numerice obtinute experimental rezulta
un sistem de ecuatii (numarul ecuatiilor este egal cu numarul total de experimente realizate).

Coeficientii modelului reprezinta necunoscutele sistemului. Pentru alegerea valorilor coeficientilor care

satisfac toate ecuatiile, este necesara adoptarea unui criteriu de optimizare ce urmeaza a fi minimizat.
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Cel mai frecvent criteriu utilizat in prelucrarea datelor experimentale cu eroare de mdsurare normal

distribuita este suma patratelor abaterilor valorilor experimentale fata de valorile calculate cu

ajutorul modelului matematic.

Expresia matematica este: F = Z(yexpj — Veale j)z

Yeup;— Valorile masurate experimental ale variabilei dependente
Yealci— Valorile calculate cu ajutorul modelului matematic

Minimizarea acestei functii obiectiv se realizeaza printr-o metoda de optimizare adecvatd. Daca forma
modelului matematic propus este una liniara sau expresia matematica poate fi liniarizatd, se apeleaza la
derivarea functiei obiectiv F in raport cu coeficientii modelului si se trece la rezolvarea sistemului de
ecuatii rezultat prin anularea derivatelor. Aceastd metoda se numeste metoda celor mai mici patrate.

Aceasta este frecvent utilizata, sistemul de ecuatu obtlnut fiind intotdeauna I|n|ar
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